
２０２０年度　京都大学　数学（理）
(;&(//1(7な高校生のための入試問題解説

　京都大学の入試問題を実際にその場で解くことを想定

して解説する。通常の解説本と何が違うかと言えば、解

法を見つけ出すまで、かなりの試行錯誤を繰り返すと思

うが、その解答に至るまでの思考の過程を中心に解説し

ている。さらに、3\WKRQシリーズとしての本なので、

プログラムが出来る箇所はプログラミングを試みる。

　難関大学の入試問題を解くとき、現役時代ならまるで

神の啓示でもあったかのように解き方が見えてきたが、

年齢を重ねるにつれてそのようなことはなくなってしま

った。さらに６題を続けて考えきる知力�体力もなくなっ

た。有名な解説本は、そのような啓示と知力�体力を持っ

ている人が書いていると思われる。しかし、この解法は

その場で思い付かないよな、というものも多く見受けら

れる。寧ろ、定年退職した著者の解説本の方が分かりや

すいのではないか、と自画自賛しながら書いている。

実軸

虚軸

�] �

�] �

�] �

図１�

O

　この問題を読んで、まず思い付くのは下の図１であろう。
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�などを思い出すが、その後、どうしよう

　　　　　　　　　　　　　　もなくなる。次に �]  ��の解法も思い出すが、それと問題

　　　　　　　　　　　　　　の方程式をどのように結びつけるのかが、見当も付かない。

　　　　　　　　　　　　　　ここで思い出した内容に関する教科書の抜粋を以下に示す。

　　　　　　　　　　　　　　「数学Ⅲ」（数研出版）の抜粋
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　自然数�Q�と複素数���に対して， Q]  ��を満たす複素数�]�を，��の��Q�乗根��という。��

でない複素数���の�Q�乗根は，Q�個あることが知られている。複素数の極形式を用いて，

まず���の�Q�乗根について考えよう。



例�　�　���の���乗根は，数学Ⅱで学んだように，��つの複素数� �]  �，
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　　　となる。よって，点� �] ， �] ， �] �は，

　　　点���が分点の���つとなるように，

　　　単位円を���等分した各分点である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

����������������������［数学Ⅲ（数研出版）］からの抜粋��

　図１を上の図になるように平行移動をするのかな、と思うが、平行移動だけでは駄目で、

回転も考えないといけない。その時点でまたまた闇の中に迷い込んでしまう。そのとき、

ふっと、実係数の３次方程式には、少なくとも一つの実数解を持つ、というのを思い出し

た。そのとき、暗闇の中に一筋の光が現れた気分である。さらに、�つの解を �] 、 �] 、 �] �

とおくと、解と係数の関係から �] � �] � �]  ��D�となり、
���] �] �]

�
 �Dとなる。

これは、三角形の重心が実数�D�となるので、与えられた方程式を実軸方向にD�だけ平行

移動すると、下のどちらかの図になる。さらに、１辺の長さが(� D�なので、正三角形の

１辺を底辺としたときの高さは
�

�
D�となる。
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　また、 �
� �] D ��D �

� �] D �E�] �D �� �……①の解に] D�はなりえないので、①

の解の図は、右の図２になる。これより①の解は
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　下の図２を実軸に関して�D�だけ平行移動すると図３になる。
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※この問題は京都大学らしさが出てるのでは、と思う。上記の解法が満点になるかどうか

は分からない（途中、何故このような図になるのかの明確な説明を全て省いてしまった）

が、解法を見つけたときは、何かを成し遂げたかのような高揚感がある。解き終わった後

に楽しかったと思える問題が良問だとすれば、まさにこの問題は私にとっての良問だろう。

　他の解き方はないかな、と考えるが、やはり実係数の�次方程式は少なくとも１つの実

数解を持つ、ということを使わないと解けないと思う。しかし、ここではその証明も省略

してしまった。これは整関数の話しなので、微分の分野で、実係数のQ次方程式でQが奇

数のときは少なくとも１個の実数解が存在する、という定理があってもよいと思うが、の

ような内容が教科書の本文としてあったかどうかも定かではない。



（１）すべての正の整数、という言葉から、これは数学的帰納法を使って証明するのだろ

う、とまず予想して答案を書き出す。

>Ⅰ@�Q ��のとき、�、��は �[ ��S[�� ��の解なので、解と係数の関係より

　　　　　　　　���� �S�は偶数となり、成り立つ。

>Ⅱ@�Q N�のとき、 N� � N� �が偶数、すなわち N� � N�  �P、但し、P�は整数と仮定する。

　���Q N���のとき、 �N �� � �N ��  �
N� � N� �� �� ����

�N �� � �N ��

　　　　　　　　　　また、解と係数の関係より��� ���なので、

　　　　　　　　　　　　　 �N �� � �N ��  �
N� � N� �� �� ��

�N �� � �N ��

　ここで、筆が止まってしまった。この後、どうするのか……、 �N �� � �N �� も偶数と仮

定するのかな、などと考えていたら、２段飛びの証明もありか、と次のような証明を思い

付いた。

>Ⅰ@�Q ��のとき、�、��は �[ ��S[�� ��の解なので、解と係数の関係より

　　　　　　　　���� �S�は偶数となり、命題は成り立つ。

　���Q ��のとき、 �� � ��  �
� �� � ���� �

� �S ��� ��  ���
�S �� �、偶数となって、

　　　　　　　　�命題は成り立つ。

>Ⅱ@�Q N�のとき、 N� � N� �が偶数、すなわち N� � N�  �P、但し、P�は整数

　さらに、

　Q N���のとき、 �N �� � �N �� �が偶数、すなわち �N �� � �N ��  �P �、但し、P ��は整数

　と仮定する。

>Ⅲ@��Q N���のとき、 �N �� � �N ��  � �N �� �� �N ��  �
�N �� � �N �� �� �� ����

N� � N�

　　　　　　　　　　����������������������� �
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　　　　　　　　������������������������������� �P �･�S��P

　　　　　　　　������������������������������� ���P �S �P �

　　　　　　　　　　　　　　　　これより偶数となって、命題は成り立つ。

以上より、すべての正の整数Q�について命題は成り立つ。　　　　　>終@

※Q �とQ ��からQ ��が証明され、Q ��とQ �からQ ��が証明され、……、とい

うイメージであるが、どこか減点される箇所があるかも、と思いながら終わらせた。



（２）（１）の答えを使うんだろうな、と考えながら式を見る。

　VLQ � 
Q� � の箇所で使うならば� Q�  �P� Q� �であり、VLQ  � ��P� Q� � �VLQ � 

Q� � と

なる。この式変形で、 Q� � Q� �が偶数になる、という命題を使うので、多分、これを使う

のではないだろうか、という匂いを感じる。では、 Q
� �� をどう考えるのだろうか。ここ

でQ�が偶数ならば Q
� ��  Q� �、Q�が奇数ならば Q

� ��  � Q� �という場合分けはあると思

うが、どうもしっくりとこない。この場合分けだと、VLQ  � ��P� Q� � �VLQ � 
Q� � が使

えなくなってしまいそうである。それでは、 Q
� �� をどのように変形すればよいのか。要

するに��を��で表せばいいんだ、と考えれば、解と係数の関係の��� ���を思い出され

る。つまり�� 
�

�
である。この時点で、これだ、と確信する。これらをまとめると次の

ような答案になる。
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 ��となる公式を使用しているが、この証明は、下図から、

%+�%$�7$�となり、この関係と「はさみうち

の原理」を使ってする。紙面が多少余ったのでこ

こで証明すると、
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この問題を読んで、最初は図を描きながら解法を考えたが、2$･2% 
�

�
、さらに 2$

 2%  �ということから、2$･2% 2$ 2% FRV�$2%なので、FRV  �$2%
�

�

となり、�$2% ����になる。同様にして�&2' ���となって、下のような図１を考
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えてみた。

　　　　　　　　　　　　　　　　　この図の中の△$2%�と△&2'�は正三角形であり、

　　　　　　　　　　　　　　　　　�$2& �%2'�である。また、内積の定義から

　　　　　　　　　　　　　　　　　2$･2' 2$ 2' FRV�$2' FRV�$2'

　　　　　　　　　　　　　　　　　なので、FRV�$2'の値を求められればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　△$2'�に着目して求めようかな、と思ったが、な

　　　　　　　　　　　　　　　　　かなかいい案が思い浮かばない。いろいろ考えてみ

　　　　　　　　　　　　　　　　　たが、各点の成分は定まらないので、このような図

　　　　　　　　　　　　　　　　　を使っても限界があるな、と感じてくる。そこで、

もしかしたら、位置ベクトルの考えで解けるかもしれない、と気付き、次のような答案を

思い付いた。

４点2、$、%、&�が同一平面上にあったとすると、2& D2$�E2%となる実数D、E

が存在するが、2$･2& 2%･2& �
(�
�
�から�D E � (�

�
�となり、これは 2&

 ��にはならないので、よって、４点2、$、%、&は同一平面上にない。

これより、2' [�2$�\�2%�]�2&�となる実数[、\、]�が存在する。
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　③を①に代入してまとめると、� �\ � �] �(� \]�� �……④

　③を②に代入してまとめると　�(� \��]�� �、これより�\ 
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……⑤
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ここで、参考として「数学%」（数研出版）の抜粋を掲載する。

����������������������������������������

　��点�2，$，%，&�は同じ平面上にないとし，2$ D，2% E，2& F�とする。この

とき，任意のベクトル�S�は，次の形にただ���通りに表すことができる。

　　　　　　  S ��VD WE XF　　ただし�V，W，X�は実数

�　S 23�となる点�3�をとる。��点�2，$，%�の定める平面を���とし，3�から�2&�に

平行な直線を引き，平面���との交点を�4�とすると　S 23 24�43　�……�①

ベクトル�D，E�は平行でないから，平面���上で考えると，24 VD�WE　�V，W�は実数�

D2
$

%
&

E

F
WE

VD

XF

3

S

4

$�

%�
VD�WE

�

の形にただ���通りに表すことができる。また，4362&�であるから43 XF　�X�は実数�

とただ���通りに表すことができる。

　よって，①�により，S�は次の形に

　ただ���通りに表すことができる。

　  S ��VD WE XF　ただし�V，W，X�は実数　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

�������「数学%」（数研出版）����������������������



この問題を読んでまず確認するのは、I� P�Q �の値は限られていて、それが何通りあるか、

ということだろう。P�は��通りあり、１から��で�で割り切れる数は
��

�
 ���通りあるの

でQ�は����� ��通りある。すなわち、I� P�Q �の値は����� ����通りある。それをシ

ラミつぶしに検証するのはほぼ不可能である。それならば、具体的に数値を代入して問題

の意味を理解してみよう、と思う。例えば、Q�の代表的な数値として４（３で割って１余

る数）と５（３で割って２余る数）をまず代入してみると、

I� P��  �P ������� �P ����、これが少なくとも３の倍数になる為には、 �P �が３

で割って１余る数でなければならない。すなわちP�が３で割って１余る数になるので、

P ������……����の��個となる。

次にI� P��  �P ������� �P ���、これが少なくとも３の倍数になる為には、� �P �

が３の倍数でなければならない。すなわちP ������……����の��個となる。

以上から、最大��個の場合を調べ上げれば答えが出るのだろう、と思うが、それをもう少

し賢くしようとしたのが、以下の答案である。

�ⅰ��Q �N����N  ������…�� �のとき

　I� P�Q  I�P��N ��  �P � �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N �� � �P ��……①

　�D���P �P �����P �  ������…�� �のとき

　　　I� P�Q  I��P �����N ��  ���
�N ��N �� � �

� ��P � � ��

　　　　　　 ���
�N ��N�� �P � ��P � ��

　　　これより$� P�Q  %� I� P�Q  �



　�E���P �P �����P �  ������…�� �のとき

　　　 �P �� �
� ��P � � �� �L��、但し�L�は整数�となるので、

　　　①よりI� P�Q  ���
�N ��N�� �L ��となる。これより、$� P�Q  %� I� P�Q  �

　�F���P �P ���P �  ������…��� �のとき

　　　 �P �� �
� �P � �� �� �P � �����①よりI� P�Q  ���

�N ��N�� �� �P � ���となる。

�����������これより、$� P�Q  %� I� P�Q  �

�ⅱ��Q �N����N  ������…�� �のとき

　��I� P�Q  I�P��N ��  �P � �
� ��N � ���N �� �� ���

�N ��N �� � �P ……②

　　ここでP�が３で割り切れない場合は、$� P�Q  %� I� P�Q  ��となるので、

　　以下P�が３で割り切れる場合だけを考える。

　　すなわちP �P ���但し�P � ������……����とおくと

　���②は、I� P�Q  ���
�N ��N�� �� �P � ……②��となる。

������ここでN�が３の倍数でなければ、� �N ��N���� �P � �は３の倍数にはならないので、

　���$� P�Q  %� I� P�Q  ��となる。

　　以下、N�が３の倍数のときを考える。

　�D���N ��のとき

　　　I� P�Q  ���� �� �P �  ���� � �P � 　�ここで、�� �P � が３の倍数になるには、

　　　P � ���������のときである。

����������〇�P � �のとき、I� P�Q  �� ･��となり　$� P�Q  %� I� P�Q  �

����������〇�P � �のとき、I� P�Q  �� ･���となり　$� P�Q  %� I� P�Q  �

����������〇�P � �のとき、I� P�Q  �� ･����となり　$� P�Q  %� I� P�Q  �

����������〇�P � ��のとき、I� P�Q  �� ･����となり　$� P�Q  %� I� P�Q  �

　�E���N ��のとき

　　　I� P�Q  ����� �� �P �  ���
�P � ��･�� �� �なので、$� P�Q  %� I� P�Q  �

　�F���N ��のとき

　　　I� P�Q  ����� �� �P �  ���
�P � ��･�� �� �なので、$� P�Q  %� I� P�Q  �

　�以上より、$� P�Q  %� I� P�Q の最大値は４となる。

　また、そのときの�� P�Q �は�N ��のときなので、Q ���。

　　　〇�P � ��のとき、P �　　　　　〇�P � ��のとき、P ��

����　　〇�P � ��のとき、P ����　　　　〇�P � ���のとき、P ��

　すなわち　� P�Q  � �������� ���� ��������� ���� ��������� ���� ��������� のとき、最大値は４

　

※以上が私が考えた解法であるが、もっと面白い解き方があるかもしれないな、と思う。

解き終わっても達成感もなく、全て網羅しているかどうかのチェックをするだけである。

そこで、3\WKRQを使って、しらみつぶしに調べてみる。３００件を手作業ならばかなり

の時間を要するが、コンピュータなら１秒も掛からず調べてしまう。以下が、プログラム



の実行結果で、横軸がQ�の値，縦軸がP�の値である。

表の中の数字は、I� P�Q  �P � �Q �Q���を計算し、それを素因数分解して、 D� となる

D�の値、すなわち$� P�Q �の値である。

　��������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　���������������������������������������������������������������������������������������������������������

　�����������������������������������������������������������������������������������������������������

但し、　��印は、プログラムの実行した後に、手動で付けた。

この表から、� P�Q  � �������� ���� ��������� ���� ��������� ���� ��������� のとき、最大値は４になる、

ということが確認できる。このプログラムを以下に示す。今後、プログラムでしらみつぶ



しに調べる方法が多く活用されると思うが、その結果が正しいかどうかは、プログラムが

正しいかどうか、つまり、全てのパターンを考慮に入れているかどうかの検証が大事にな

ってくるだろう。その練習としても、(;&(//(17な高校生ならば、是非とも以下のプ

ログラムを検証してほしい。

LPSRUW�V\PS\

OO VHW�UDQJH���������

PP VHW�UDQJH�������

QQ PP�OO

SULQW�������HQG ���

IRU�Q�LQ�QQ�

����SULQW��^�� �`���IRUPDW�Q��HQG ���

SULQW����

IRU�P�LQ�PP�

����SULQW��^�� �`����IRUPDW�P��HQG ���

����IRU�Q�LQ�QQ�

��������I P��Q��Q��

��������D V\PS\�IDFWRULQW�I�

��������E D�JHW�����

��������SULQW��^�`����IRUPDW�E��HQG ���

����SULQW�����

��V\PS\�IDFWRULQW�I�は、I�を素因

数分解して、その結果をディクショ

ナリ型で返す。

��D�JHW������は、ディクショナリ型D�

の中で.H\が３になるときの要素の

値を返すが、.H\�に３がなかった

ときは０を返す。

��QQ PP�OO�は、集合PP���から�

��までの整数��から集合OO���から��

までの�の倍数�を除いた集合がQQ

としてセットされる。

　ここで余談であるが、私が学生時代（そろそろ半世紀前になるのかも……）、数学科の

学生だったが、そのときに４色問題（平面上にあるどのような地図も、隣りどうしを異な

る色にするだけならば、４色あれば十分である）がコンピュータによって解決された、と

いう話題が持ち上がっていた。全ての考えられるパターンを認識して、４色で足りた、と

いう結論をコンピュータが出した、というものである。そのときは、まだまだコンピュー

タは高根の花の存在であり、性能的にも今のゲーム機にも及ばないものであった。それが

数学の難問を解決した、という話しを聞いて、私にとっては、これからの新しい時代の到

来を感じさせる出来事であった。しかし、この証明が認められるまで、かなりの時間を要

したようである。つまり、複雑なプログラムがほんとうに正しいのかどうか、さらにコン

ピュータのハード的な性能は大丈夫なのか、などの懸念から、実行結果は正しいのかどう

か、という根本的なところにまで疑問が持たれたようである。その後、コンピュータの性

能が飛躍的に高くなり、さらに新しいプログラムが開発され、４色問題は解決された、と

いうことである。

　さらに(;&(//(17な高校生へのこれからの問題としては、3
13 �なのか3 13

なのか、という問いである。これは、全ての問題がコンピュータでしらみつぶし法によっ

て証明できるかどうか、という問題にもなっている。$,、ディープラーニングという新

しい手法も登場しているが、果たしてどうなるのだろうか、非常に興味深い。



この問題を読んで、完全順列の話しなのかな、とまず思う。しかし、完全順列の公式なん

て覚えていないし、漸化式から導くこともできるけど、と考えているうちに、この問題は

４と同じように力ずくで解こうかな、という気になってくる。ということで以下の答案を

思い付いた。

　�、�、�、��をD、E、F、G�として、パターンを決めた後に数字を割り振ることとする。

１行目を固定し、１列目だけを並べ替えたのを考えると、次の�６通りがある。

�ⅰ�� �ⅱ�� �ⅲ��

　　　　

D E F G

E

F

G

　　　　　

D E F G

E

G

F

　　　　　

D E F G

F

E

G

�ⅳ�� �ⅴ�� �ⅵ��

　　　　

D E F G

F

G

E

　　　　　

D E F G

G

E

F

　　　　　

D E F G

G

F

E

�ⅰ��のとき

表１�

　　　

D E F G

E D G F

F G D E

G F E D

　

D E F G

E D G F

F G E D

G F D E

　

D E F G

E F G D

F G D E

G D E F

���

D E F G

E G D F

F D G E

G F E D



　　表１の�行�列目は、D、F、G�の３通り。このとき、�行�列、�行�列、�行�列、�行�列

　　は自動的に決まる。�行�列目がD�のときは、残りの行と列には２つの場合があるが、

　　その他は自動的に決まるので、表１の４通りである。、

�ⅱ��のとき

表２�

　　　

D E F G

E D G F

G F D E

F G E D

　

D E F G

E D G F

G F E D

F G D E

　

D E F G

E F G D

G D E F

F G D E

���

D E F G

E G D F

F F E D

G D G E

�ⅲ��のとき

　　　�ⅰ��と同様にして、表２の４通りである。

表３�

　　　

D E F G

F D G E

E G D F

G F E D

　

D E F G

F G D E

E D G F

G F E D

　

D E F G

F G D E

E F G D

G D E F

���

D E F G

F G E D

E D G F

G F D E

�ⅳ��のとき

　　　�ⅰ��と同様にして、表３の４通りである。

表４�

　　　

D E F G

F D G E

G F E D

E G D F

　

D E F G

F G D E

G D E F

E F G D

　

D E F G

F G D E

G F E D

E D G F

���

D E F G

F G E D

G F D E

E D G F

�ⅴ��のとき

表５�

　　　�ⅰ��と同様にして、表４の４通りである。

　　　

D E F G

G D E F

E F G D

F G D E

　

D E F G

G F D E

E D G F

F G E D

　

D E F G

G F E D

E G D F

F D G E

���

D E F G

G F E D

E D G F

F G D E

�ⅵ��のとき

　　　�ⅰ��と同様にして、表５の４通りである。

表６�

　　　

D E F G

G D E F

F G D E

E F G D

　

D E F G

G F E D

F D G E

E G D F

　

D E F G

G F D E

F G E D

E D G F

���

D E F G

G F E D

F G D E

E D G F

　　　�ⅰ��と同様にして、表６の４通りである。

　以上、�ⅰ�～�ⅵ�より�D、E、F、G�によるマス目への入れ方は��� ���通り。さらに、

�、�、�、��をD、E、F、G�に振り分けるので、その場合の数は�� ���通りある、

よって、マス目への入れ方は、����� ����通り。



※3\WKRQ�を使って上記の答え����通りが正しいかどうかを検証してみることにする。

�����������������プログラム������������������

LPSRUW�LWHUWRROV

D 2.[ >@

要素�������を��通りの順列をタプル

として作成し、それをリストに追

加する

１行目D、２行目E、３行目F、４行目G��

2.FQW �

2.IODJ 7UXH

IRU�L�LQ�LWHUWRROV�SHUPXWDWLRQV�>�������@��

����D�DSSHQG�L�

G F E D

IRU�L��LQ�UDQJH�OHQ�D���

����IRU�L��LQ�UDQJH�OHQ�E���

タプルの中の要素を一つ一つ取り出し

て、その各要素が同じかどうかを判断

し、偽の場合はフラグに)DOVHを入れる

��������IRU�N�LQ�UDQJH����

������������LI�D>L�@>N@  E>L�@>N@�

����������������2.IODJ )DOVH

��������LI�2.IODJ�  �)DOVH�

������������2.IODJ 7UXH

������������FRQWLQXH

３行目Fの処理

４行目Gの処理

��������IRU�L��LQ�UDQJH�OHQ�F���

������������IRU�N�LQ�UDQJH����

����������������LI�D>L�@>N@  F>L�@>N@�RU�E>L�@>N@  F>L�@>N@�

��������������������2.IODJ )DOVH

��������������������EUHDN

������������LI�2.IODJ  )DOVH�

����������������2.IODJ 7UXH

����������������FRQWLQXH

������������IRU�L��LQ�UDQJH�OHQ�G���

����������������IRU�N�LQ�UDQJH����

��������������������LI�D>L�@>N@  G>L�@>N@�RU�E>L�@>N@  G>L�@>N@�RU�F>L�@>N@  G>L�@>N@�

������������������������2.IODJ )DOVH

������������������������EUHDN

����������������LI�2.IODJ  )DOVH�

��������������������2.IODJ 7UXH

��������������������FRQWLQXH

����������������HOVH�

��������������������2.FQW�� ��

�SULQW��同じ数字が１回しか現れない入れ方は^�`通りある。��IRUPDW�2.FQW��

同じ数字が１回しか現れない入れ方は���通りある。� 出力結果�



　微分�積分の問題、というのが一目瞭然であり、これから解く受験生も多いのでは、と

思う。まず、] (ORJ � �� [ �����[ �� �の概形図を描いて、それを回転してみる。

[�

=�

2� ��

(ORJ� �

[�

=�

\�2�

]�軸のまわりに回転

　　　　　　　　　　　　　　

[�

=�

\�2�

[�軸のまわりに回転

　この最後の回転体の図が難しい。回転体だから、回転軸に垂直に切断した図は円になる

ように思い描く。この図から、

図１� 図２�

[�

=�

2� ��[�

( ORJ� �� [ �

図３�

　　　　　　　　　　の体積から　　　　　　　　の体積を引いたら、求める体積になる。

　　　　　　　　　　

　まず簡単そうな図２の体積を求める。切り口の円の

半径は図３の太線部分である。これより図２に体積を

�9 �とおくと、 �9  �' �
�

� �
� �(ORJ � �� [ G[ ��' �

�

ORJ � �� [ G[



�9  ��� �
�

� �� �� [ ORJ � �� [ ��' �
� �� [

�� [
G[  ����ORJ� ��

　次に図１の体積を求める。この切り口も円であるが、その半径がどうなるかが問題であ

る。このとき、切り口の半径を求めるために以下のような図を考えてみる。

[�

=�

\�2�
[�

$�

%�

[�

=�

\�2�+�
��

3�

(ORJ� �

図４ 図５

　切り口の円の半径は図４の線分$%�の長さになる。これを求めるためにはまず線分$2�

の長さを求めなければならない。次に図５を考えて、線分$2�の長さと線分32�の長さは

同じになるので、$2 32 ( �� ORJ� となり、$% ( ��� ORJ� �[ となる。

これより �9  �' �
�

 �
�

� �( ��� ORJ� �[ G[ ��' �
�

� ��� ORJ� �[ G[
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�

�

� ��� �� ORJ� [
�

�
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　以上より、求める体積�9 �9 � �9  ���
�

� ��ORJ� �����ORJ� ��

����������������������������������������������� 
��

�
����ORJ� �

※�回転体の代表的な問題である。数学Ⅲで微分�積分を一通り教えた後に応用問題として

使うのに適した問題である。空間図形を把握し、さらに対数関数を部分積分で求める箇所

もあり、復習に最も適した内容であろう。

　これで２０２０年度　前期　京都大学の数学（理）の解説を終わる。この年度で数学と

して面白いと思った問題は１番であるが、自分としては５番がプログラミングの問題とし

て最も興味深かった。でも、数学の問題としては果たしてどうなのだろうか。上に載せた

解法ではなく、エレガントな解法があるのかもしれない、と思う。それがあれば、もしか

したら一番感動する問題なのかもしれない。完全順列の拡張版で漸化式を作って解く方法

もありかな、と考えたけど、やっぱり上に載せた解法が一番早い、ということでそれで解

いてみた。(;&(//(17な高校生のエレガントな解法を是非とも見てみたい。

　面白い解法を見つけた人は、アマゾンに登録している私のメールアドレスまで送ってほ

しい。


